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PROBLEME DE NUMARARE

Sergiu Prisacariu, Colegiul National lasi
Gabriel Popa, Colegiul National Iasi

Reguli de numérare

- Dacd multimile 4 si B sunt disjuncte, atunci card (4 U B) = card 4 + card B.

- Card (4w B)=card 4 + card B — card (4 N B).

- Card(4duBuUC(C)=card 4 +card B+ card C—card (A " B)—card (BN C)—card (CNA4)+
card (AN BN Q).

- Regula produsului: card 4x B = card 4 - card B.

- Pentru a numara elementele unei multimi, cautam s-o inlocuim cu o altd multime, avand
acelasi numar de elemente si ale carei elemente pot fi mai usor numarate.

Probleme propuse

1. a) Stabiliti cate numere naturale mai mici ca 2014 sunt divizibile sau cu 2 sau cu 3 sau cu 5.
b) Stabiliti cate numere naturale mai mici ca 2014 sunt relativ prime cu 30.

Solutie. a) Folosim principiul includerii si excluderii. Avem: Card(M,) = 1007, Card(M3) = 672,
Card(Ms) = 403, Card(M2 N M3) = Card(Mg) = 336, Card(M3 N Ms) = Card(M;s) = 135, Card(Ms N
M Mz) = CaI‘d(M]Q) = 202, CaI‘d(Mz M M3 M M5) = CaI’d(M30) = 68, deci card(Mz Y M3 Y M5) =
=1007 + 672 + 403 — 336 — 135 —-202 + 68 = 1477.

b) Evident, numarul cerut este egal cu 2014 — 1477 = 537.

2
2. Determinati cardinalul multimii M = {x € Q| x= n2 +3 = 1,2,...,50} .
n +n
n*+3

2
n +n

Solutie. Daca toate fractiile de tipul ar fi distincte, M ar avea 50 de elemente; acest fapt ne se

n’+3 B m*+3
n+n m+m

urmare au loc egalitatile x4 = x5, X5 = X9, X¢ = x7. Astfel, cardM = 50 — 3 =47.

intampla insa. Conditia x, = x,, conduce la , de unde (n — 3) (m — 3) = 12, prin

3. Calculati numarul maxim de elemente care pot fi alese din multimea {1, 2, 3, ..., 2014}, astfel
incat suma oricaror doua elemente alese s nu fie divizibila cu 3.
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Solutie. Nu putem alege mai mult de un multiplu de trei. De asemenea, nu putem alege 1n acelasi
timp un numar de forma M3 + 1 si unul de forma M3 + 2, deoarece suma lor se va divide cu 3. Cum
Card(M; + 1) = 672, Card(M; + 2) = 671 si dorim sa alegem cat mai multe numere, vom lua un
multiplu de 3 si toate numerele de forma M3+ 1, adica 672 + 1 = 673 numere.

4. Cate numere de n cifre, n > 2, se pot forma cu cifrele 1 si 2 (fiecare cifra apare macar o data)?

Solutie. Folosind cifrele 1 si 2, putem forma 2" numere de n cifre. Dintre acestea, 2 numere nu
convin, fiind formate doar din cifre de 1 sau doar din cifre de 2. Ramane ca existd a, = 2" — 2 numere
cu proprietatile cerute.

5. Cate numere de n cifre, n > 3, se pot forma cu cifrele 1, 2 si 3 (fiecare cifra apare macar o data)?

Solutie. Folosind cifrele 1, 2 si 3, putem forma 3" numere de # cifre. Dintre acestea, 3 numere sunt
formate doar din cifre de 1, de 2 sau de 3. Apoi, a, contin doar cifre de 1 sau 2, a, contin doar cifre de
1 sau 3, iar a, contin doar cifre de 2 sau 3. Ramane ca existd b,=3"-3(2"-2)-3=3"-3-2"+3
numere cu proprietatile cerute.

6. In cate moduri poate fi pavat un dreptunghi 2x10 cu plici de dimensiuni 1x2 ?

Solutie. Notam cu a, numarul pavarilor dreptunghiului 2x# cu placi de dimensiuni 1x2. Observam
cda =1, a,=2,1ar a,=a, , +a, ,.Din aproape in aproape, obtinem cad a,, =89.

7. Se scriu in ordine crescatoare toate numerele nenule din baza 10 1n a caror scriere nu apar alte cifre
afara de 0, 1, 2 si 3. Care este cel de-al 2014-lea numar scris?

Solutie. De fapt, se scriu toate numerele naturale in baza 4, in ordine crescitoare. Intrebarea este ce
forma are numarul 2014 in baza 4. Avem ca 2014, =133132,,.

8. Un elev are 10 bile numerotate cu numerele 1, 2, ..., 10. El trebuie sa le puna in trei urne identice
astfel incat in nici o urna sa nu fie doua bile numerotate cu numere consecutive. In cate moduri poate
face acest lucru?

Solutie. Prima bila poate fi agezatd in oricare dintre cele trei urne, iar fiecare dintre urméatoarele bile
poate fi asezatd in oricare dintre cele doud urne in care nu se afla bila anterioara ei. Obtinem 3 - 2°
modalitati de agezare a bilelor.

9. Se numeste matrice de tip mxn un tablou cu m linii §i n coloane, ale carui celule sunt completate
cu numere reale. Notam cu M multimea matricelor de tip 4x4, completate cu elemente din

multimea {—1, 0, 1}.
a) Care este cardinalul multimii M ?

b) Cate dintre matricele din M au numai 0 pe diagonala principala? Dar macar un 0?
c¢) Cate dintre matricele din M sunt simetrice fata de diagonala principala?

Solutie. a) Avem de completat 16 pozitii cu trei numere. Obtinem ci M contine 3'® matrice.
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b) Avem de completat, cu trei numere, 12 pozitii; cele 4 de pe diagonala principald se completeaza
fortat, cu zerouri. Rezultd ca M contine 3'* matrice cu 0 pe diagonala principala.
In ceea ce priveste a doua intrebare, M contine 2* - 3'* matrice care nu contin zerouri pe diagonala
principali, deci 3'°— 2% 3'% =65 - 3'> matrice contin macar un 0 pe diagonala principala.

c) Avem de completat, cu trei numere, 10 pozitii: cele 4 de pe diagonala principala, precum si cele
6 de deasupra acesteia. Pozitiile de sub diagonala principald se completeaza fortat, datorita simetriei.
Obtinem cd M contine 3'* matrice simetrice fatd de diagonala principala.

10. Determinati numarul matricelor de tip 3x3, avand ca elemente numerele 1 sau —1, in care
produsul elementelor de pe fiecare linie si de pe fiecare coloana este —1.
Solutie. Avem libertate de completare doar Intr-un patrat 2x2; restul de cinci pozitii din matrice se

completeaza fortat, astfel incat produsul elementelor de pe fiecare linie si de pe fiecare coloana sa fie
—1. In concluzie, existi 2* = 16 matrice cu proprietatea dorita.

11. Aratati cd o multime cu n elemente are 2" submultimi.
Solutie. Fie 4 ={a1,a2,...,an} multime cu n elemente. Asociem fiecarei submultimi B a lui 4 o
secventd (x,,x,,...,x, ), formatd numai din 0 si 1, astfel: x,=1<a,€B si x,=0<a, ¢B. Se

observa usor ca numarul submultimilor Iui 4 coincide cu numarul secventelor de n caractere, formate
numai din 0 si 1. Cum numarul acestor secvente este 2", inseamna ca 4 are 2" submultimi.

12. Determinati numarul perechilor de multimi (A,B ) care Indeplinesc simultan conditiile:
(i) AUBc{1,2,3,..,2014} ; (i) ANB<{1,2,3,..,1007}; (iii) A\B#D.

Solutie. Coloram elementele lui 4 U B cu patru culori: cu rosu elementele lui 4" B, cu albastru
elementele lui 4\ B, cu verde elementele lui B\ A4 si cu galben elementele ramase. Numaram mai

intai perechile (A,B) care indeplinesc ipotezele (i) si (ii): numerele 1,2,3,...,1007 pot fi colorate cu

oricare dintre cele patru culori, in timp ce numelele 1008,1009,...,2014 nu pot fi colorate cu rosu;

obtinem deci 4'®7 - 3'%7 astfel de multimi. Dintre acestea, 3'°7 - 2'°7 nu indeplinesc ipoteza (iii),

intrucat nu mai putem folosi culoarea albastrd. Ramane ca numarul perechilor cautate este egal cu
31007 (41007 _ 51007
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Tema
1. Dintr-o clasa de 30 elevi, la olimpiada de limba romana au participat 15 elevi, la matematica au
participat 12 elevi si 5 elevi au participat la ambele. Cati elevi nu au participat la nicio olimpiada?
Solutie. Folosind notatii sugestive, avem: Card(R U M) =15 + 12 — 5 =22. Rezultd ca 30 — 22 =8
elevi nu au participat la nicio olimpiada.
2. Fie multimile 4 = {3n — 2| n € N}, B= {1003 — 2m| m e N} 5i C={6p + 1| p € 0,167 }.
Aratatica4A N B=C.

Solutie. Dacd x € 4 N B, atunci x = 3n — 2 = 1003 — 2m, prin urmare n = 2k + 1 si m = 501 — 3k.
Deducem ca x = 6p + 1 si se aratd usor ca p € 0,167, asadar 4B < C. Incluziunea inversa este

imediata.
n|< 45} :

Solutie. Procedand ca in solutia problemei 2 din primul set, obtinem cd multimea M are cardinalul
91 —8=283.

3. Determinati cardinalul multimii M = {x € Q| x= ,NEZL,

(n+6)(n+5)

4. Determinati numérul maxim de elemente dintr-o multime 4 inclusa in {1,2,...,2013} astfel incat,
oricum am lua doud numere din 4, suma lor sa nu fie divizibila cu diferenta lor.
Solutie. Nu exitd in 4 doua numere consecutive, pentru cd diferenta lor, 1, va divide suma lor. Nu
existd in 4 nici doud numere a caror diferenta sa fie 2, deoarece in acest caz, numerele vor avea
aceeasi paritate, deci suma lor va fi para si se va divide cu diferenta. Rezulta ca 4 are cel mult 671 de
elemente, Intrucat daca vom considera mai multe, cel putin doud vor apartine unei aceleiasi clase ale
partitiei

{1,2,3,...,2010} ={1,2,3} U{4,5,6} U...U{2011,2012,2013},
iar diferenta dintre aceste doud numere va fi 1 sau 2.
Existd multimi 4 cu exact 671 de elemente, de exemplu A :{1, 4, 7,...,2011}: diferenta oricaror

doud elemente ale acestei multimi este multiplu de 3, pe cand suma acestor elemente este M, +2.

5. Cate numere de n cifre, n > 4, se pot forma cu cifrele 1, 2, 3 si 4 ( fiecare cifra apare macar o data)?
Solutie. Procedand ca in solutia problemei 6 din primul set, obtinem cd numarul cautat este egal cu
cn=4"-4-3"+6-2"-4,

6. Pe cate drumuri poate ajunge un rege care se afla pe tabla de sah din campul 41 in campul A48,
efectudnd exact 7 mutari?
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Solutie. Atagam fiecarui camp al tablei de sah cate un numar care arata cate drumuri care pleacd din
A1 ajung pana in campul respectiv, in numar minim posibil de mutari. Urmarind cum se completeaza

tabla cu numere, observam ca numarul atagat unui camp este suma numerelor din cele (cel mult) trei
campuri aflate imediat sub el. Campului 48 i se asociaza numarul 127.

7. Determinati numarul matricelor de tip 3x3, avand ca elemente numerele 1 sau —1, in care
produsul tuturor elementelor matricei este —1.

Solutie. Avem libertate de completare in 15 dintre pozitiile matricei; a 16-a pozitie se completeaza
fortat, astfel incat produsul elementelor matricei si fie —1. Astfel, exista 2'° matrice cu proprietatea
dorita.

8. Stabiliti cate matrice nxn, completate cu numere intregi, au proprietatea ca produsul elementelor
de pe fiecare linie si de pe fiecare coloana este 5 sau —5.

Solutie. Fiecare linie §i fiecare coloana trebuie sa contind cate un unic numar de modul 5; exista n!
modalitati de asezare a acestor numere. Restul pozitiilor vor fi completate cu numere de module egal
cu 1. Apoi, pentru fiecare pozitie putem alege, la intdmplare, unul dintre semnele + sau —; acest lucru

. n 2 LA . .o 2 . n .
poate fi realizat in 2" moduri. In concluzie, existd 2" -n! matrice ca in enuntul problemei.

9. Pe o tabla de sah 8 x 8 se ageaza 8 turnuri astfel incat niciunul sa nu atace vreunul dintre celelalte.
a) Aratati ca un astfel de aranjament este posibil. Cate asemenea aranjamente exista?
b) Pentru un astfel de aranjament de turnuri pe tabla, aratati ca in orice patrat 5 X 5 de pe tabla
exista cel putin doua turnuri.

Solutie. a) Pe fiecare linie §i pe fiecare coloana trebuie sa existe exact un turn. Exista 8! modalitéti de
asezare a turnurilor astfel incat acestea sa nu se atace reciproc.

b) Raman in afara patratului 5 x 5, trei linii pe care sunt trei turnuri. Raman in afara patratului trei
coloane pe care sunt cel mult trei turnuri. In afara patratului sunt cel mult 6 tumuri (deci in patratul 5
x 5 sunt cel putin doua tumuri).

10. Determinati cardinalul multimii 4, in cazul in care card (4 x 4) = card Z7(A4).

Solutie. Conditia din enunt revine lan* = 2", decin €{2;4}.

11. Dacd n=p" - py* -...- p* , unde py, ps,...,ps sunt numere prime iar ay, as,...,ar € N° , demonstrati
ca numadrul divizorilor naturali ai lui n este (1 +a, ) . (1 +a, ) e (1 +a, ) .

Solutie. Daca x este divizor al lui n, atunci el are forma x = p;' - p? -...- pi, cu iy €{0, 1, ..., a1}, ...,
ir €{0, 1, ..., ax}. Folosind regula produsului, urmeaza concluzia problemei.



