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CLASA a V-a

Problema 1. a) Calculati 5% + 63 + 73 4 113;
b) Aratati cid numarul 201529 poate fi scris ca o sumi de patru cuburi
perfecte.
Gazeta Matematica

Solutie: a) 5% = 125; 63 = 216; 73 = 343; 11% = 1331 si apoi suma
1254+ 216 + 343 + 1331 = 2015 ...'uvvrieeeiiiiieeeeeeeeaaniaens 2 p
b) 20152014 = 20152013 . 2015 = 2015%013(5% +- 63 + 73 +113) ....... 2p
2015201353 1 63 4 73 4 113) = 20152013 53 420152013 63 4-20152013. 73
20152013.113 = (2015571 . 5)° 4 (201567 . 6)°+ (201557 - 7)° + (2015571 - 11)°
......................................................................... 3p

s . % T
Problema 2. Determinati cifrele nenule a, b, c astfel Incat ab™ = cab.

Solutie: Ultima cifri a lui ab’ este egald cu ultima cifri a lui cab implica

DG DI  omas wise sme sreon mimn mowim Somm Mo it e e i S A i B 3 1p
Periten =1 g1 & > 4 svemn a1 2 1000 .. son sos 505 s oo men a9 wes o 1p
Pentru b= 1si a € {1, 2,3} relatia nu se verificd. ................. 1p
Pentrub=5sia>3avemad > 1000 ........covviirneineinnennn.. 1p
Pentru b= 5 si a € {1, 2} relatia se verifica atunci cand a = 2. Obtinem

CSi0) o e wresliis S5 B SR SN e S VS e e S S SRR At 258 1p
Pentrub=6sia>3avem ab > 1000 ........c.coovverrerenennnenn.. 1p
Pentru b = 6 si a € {1,2} relatia nu se verifica. ................... 1p
Solutie alternativa:

Relatia din enunt se scrie ab- (@b —1) =100-¢. .....ovuvrrnnnnnn.. 3p
Deoarece in membrul stang avem un produs de doua numere consecutive
deducem cé 100 - ¢ are singura scriere convenabila 25- (4-¢). ......... 3p
Asadar 4 - ¢ = 24, de unde obtinem c=6siab=25. .............. 1p

Problema 3. Se considera un numaér natural A scris cu n cifre nenule,
n > 1. Numdirul B este obtinut din numéarul A prin rearanjarea cifrelor
acestuia. Stiind ca A+ B = 10" se cere:

a) Pentru n = 3, dati un exemplu de numere A i B cu proprietatea din
enunt.

b) Aratati ca n este numar impar.

¢) Demonstrati ca in scrierea lui A exista cel putin o cifra egala cu 5.

Solutie: a) Un exemplu este A =365, B=635................... 2p
b)
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Tabelul are n coloane. Pe prima linie a tabelului sunt trecute cifrele
numarului A, iar pe a doua linie sunt cifrele corespunzétoare ale numarului
B.

Evident a + b = 10. Pe orice coloani, in afard de cea a unitatilor, suma
cifreloresteegald cu Q. .....oiiiiiiiiiiii i i 1p

Deoarece a trebuie sd apara si pe linia lui B, acesta se va grupa numai
cu cifra b — 1. Cum cifra b — 1 nu poate apiirea pe aceeasi coloani la cele
doua numere, deoarece suma pe coloana ar fi pard. inseamna cé ea va apirea
pe un numadr par de coloane, in perechecucifraa .................... 1p

Analog se intdmpla pentru oricare pereche de cifre (¢,d), c+d = 9.

Astfel, tabelul va avea un numér par de coloane. exceptiand coloana
unitétilor, deci, in concluzie, n este numér impar ..................... 1p

¢) Numarul de aparitii ale cifrei a pe prima linie trebuie si fie egal cu
numarul de aparitii ale lui a pe linia a doua. Prin urmare, daci a # b, a va
aparea din nou pe linia a doua cu b — 1 deasupra. Aceasta implica aparitia
cifrei b — 1 din nou pe a doua linie, evident cu a deasupra. Procesul acesta
ar continua la infinit, ceea ce este absurd. Asadar a = b si cum a +b = 10
rezultd a = 5, decicifra S apare In numir. ........ovvviiiiiiirinnenn. 2p

Problema 4. Se considerd multimea M = {2!,22 23 ... 215},

a) Dati un exemplu de trei multimi, A, B, C. nevide si disjuncte doud
cate doud astfel incdt AU BU C = M, iar produsul elementelor fiecirei
multimi s& fie acelagi?

b) Aratati cd nu existd trei multimi, X, Y, Z, nevide si disjuncte dou#
cite doua astfel incat X UY UZ = M, iar suma elementelor fiecArei multimi
sa fie aceeasi?

Solutie: a) Vom nota p(X) produsul elementelor din multimea X.

p(M)=21.22.23.  .215 = ol4243+.4+15 9120 = 1p
B{A) = plH) = pll) == P | iniinan sun aom o3 s S5ma% ton fas mom s 1p
U exemplu este: A ={2",28,29 210 36) 7 = [92 93 od 98 oll o2y
S R L 1p

Notd: Numai prezentarea exemplului se apreciazd cu § puncte.

b) Presupunem ci existd multimile X, Y si Z astfel incat XUYUZ = M
si 8(X) =s(Y) = s(Z) (Am notat s(X), s(Y), s(Z) sumele elementelor din
multimile X, Y, Z)

Fie 2%, 2¥, 2% cele mai mici elemente din multimile x, Y respectiv Z.

Putem consideracd z < y < 2.

Rezultd ci 2% divide s(X) si 2%*1 nu divide s(X), iar 2¥ divide s(Y) . .
§ R RN R TS STe B S6T HATA SET DA shwsenesesete A5ete simiaceene s skeie s axete SveFa s Wt G 2p

Cum z+1 < y, deducem ci 27+ divide s(Y'). Inseamni c& s(X) # s(Y)
B wien o iee wieke ateseeese Ne e e et T AR TR e A AR N SRR 2p
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CLASA a VI-a

Problema 1. Se considera triunghiul echilateral ABC' si punctul D pe

semidreapta opusa semidreptei (BC, astfel incat [DB] = [BC]. Considerdm
punctul E in semiplanul determinat de dreapta AD ce nu contine punctul
B, astfel incat distanta de la E la AB este egald cu EA , distanta de la E
la DC este egala cu ED si EA = ED, iar punctul F astfel ca D € (BF) si
[FD] = [BC].

a) Demonstrati cda AFDE = ABAE.

b) Aratati cd [E'B este bisectoarea unghiului AED.
Gazeta Matematicd

Solutie:

a) [FD] = [AB] (ambele sunt congruente cu [BC])
[DE] = [AE] (din ipotezda)

FDE = BAE (fiecare are 90%) ... 3p
Din cele trei relatii rezultda AFDE = ABAE ............ccovu.... 1p
b) ABAE = ABDE conform cazului L.L.L.

Din aceasta congruenti obtinem AEB @ ................... 2p
De aici concluzia [EB este bisectoarea AED ...................... 1p

Problema 2. Determinati cite numere de opt cifre contin in scrierea

lor secventa "2013”. (un exemplu de astfel de numér este 31020135)

Solutie: Numerele pot avea una din formele: (1) 2013abcd, (2) a2013bcd,
(3) ab2013cd, (4) abc2013d, (5) abed2013 ........covvviiernninnnnnnnns 1p
Pentru (1) avem 10-10-10-10 = 10000 numere ..........c........ 1p




Pentru fiecare din cazurile (2), (3), (4) si (5) avem 9-10- 10 - 10 = 9000

TIDIOTE: (55,76 0 0co muie sseroiiminssiofwisinss viaetassiis sskis ssirs SUSEIEES S0hlh 1605 S5 S1575 51508 505 mmmre mreiera e 3p
Numaérul 20132013 apare de dou ori; la (1) si la (5)
Numaérul de numere este 45999 ................0o0 i 2p

Problema 3. a) Aritati ca 30007 este numar compus.
b) Aratati cd sirul: 37, 307, 3007,...,3 00...0 7,... contine o infinitate

. de n ori
de termeni care sunt numere compuse.

Solutie: a) Constatdm cd 30007 = 37 - 811, égada.r 30007 este numar

COINDPUEL . covevronimrsnuiniariie oiis: s srslsieelo/ia S0 s, Vs aii $5rm suan ssimioiiels fomein satn minie srsis 3p
b) Aritdm ci pentru n = 3k numdrul 3 00...0 7 este compus. Scriem
3k+1 3k de 3k ot
3 00.0 7=3-10 il =8 SREII AT, is it snamnssamins was s sw 2p
de 3k ori
30-10% 47 =30-1000% + 7 = 30- (999 + 1)k +7 = 30- (M37+1) + 7 =
MBT 4+ 87 = MBT. 2p

Notd: Verificarea unor cazuri particulare (30000007, 30000000007) s
afirmatia cd pentru n = 3k obtinem numere compuse se acordd 1 punct.

Problema 4. Se considerd num&rul natural n, n 2 10 si multimea
A ={1,2,3,...,3n}. Spunem ci multimea nevidd X, X c A are propri-
etatea P dacd oricare ar iz € X siy € X, z > y, numérul z + y nu se
divide cu numaérul z — y.

a) Dati un exemplu de multime X cu proprietate P care contine numerele
4 si 14 si care are cel putin trei elemente.

b) Demonstrati ci exista cel putin o multime cu proprietatea P care are
exact n elemente.

c) Aritati ci nu existi o multime cu proprietatea P care si aiba n
elemente si sa contin& numerele 4 si 14.

Solutie: a) Un posibil exemplu este X = {4,14,9}

Verificarea exemplului ..............coooiiiiiii i 1p
b) Multimea X nu poate contine numere consecutive si, deasemenea nu
poate contine numere de aceeasi paritate consecutive .................. 2p

Prin urmare, diferenta minim4 dintre doui numere din X este cel putin
egald cu 3. Dacd diferenta minimi este 3, multimea X are numéir maxim
de elemente egal cu n. De exemplu X; = {1,4,7,...,3n — 2} si Xy =
{2,5,8,...,3n — 1} verifici cerintele problemei. (este suficient un ezemplu)
2p

c) Fie Y cu proprietatea P astfel incit 4 € Y,14 € Y. Cumz,y € Y,z <
Yy, implicd y — z > 3, rezultd ci in Y sunt cel multn — 5 elemente mai mari
ca 14 si cel mult un element mai mic ca 4. Fiea,beY cud <a < b < 14.
Atunci a > 7,b < 11. Dacd a = 7 atunci 14 — 7 ar divide 14 + 4, fals. Prin
urmare intre 4 gi 14 existd cel mult un element al lui Y. In concluzie Y ar
aveacel mult 1+2+1+n—-5=n—1elemente, fals. ................ 2p



