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CLASA a V-a

Problema 1. a) Catculali 53 + 63 + 73 + 113;

b) Ardtali ci numirul 20152014 poate fi scris ca o surnd de patru cuburi
perfecte.

Gozeta Matematicd

Solulie: a) 53 : 125; 63 : 216; 73 : 343; 113 : 1331 9i apoi suma
125+216+343+1331 :2015.... .....2p

b) 201bzotl : 20152013 .201b : 20152013(b3 + 63 + z3 + 113) .......2 p
20152013(53 + 63 + 73 + 113) : 20152013 . 53 + 20152013. 63 + 20152013' 73 +

.1 , ,4 , ,1 ,1
20152\ttij.llr = (20150/t .5)"+(20l5orr .6)-+12015o,' .7)-+(20150.r . l1)"

...........3p

Problema 2. Determina(i cifrele nenule a, b, c astfel inc€rt o,b2 : cab.

Solulie: Ultima cifri a lui a6' este egalh. cu ultima cifr6 a lui cob implicX
b € {1,5,6} ... ... ....__.... ... . .. . ... .... 1 p

Pentrub:lqia>4avemal >1000.. .........1p
Pentru b:1qi a e {1,2,3} relalia nu se verifici. ........1p
Pentru b: 5 qi a > 3 avem a5- > 1000 . ..........1 p
Pentru b:5 qi ae {1,2} relalia se verific6 atunci cAnd a: 2. Obtinem

c: 6. .... ... ' '.. ' '.1 p
Pentru b = 6 Ei o> 3 avem a6- > 1000.... ......1p
Pentru b= 6 Ei a € {1,2} relalia nu se verific5. .........1p
Solu{ie alternativ5:
Relalia din enun! se scrie i6 . (;5 - 1) = 100 ' c. . . . . . . . . . . 3 p
Deoarece in membrul st6ng avem un produs de doui numere consecutive

deducem c5 100. c are singura scriere convenabili 25 . (4.c). .........3 p
Aqa.dar 4 . c : 24, de unde oblinem c : 6 Ci ;6 : 25. . . . . . . .. . . . . . . 1 p

Problema 3. Se considelX un numXr natural .4 scris cu n cifre nenule,

n 2 1. Nurni,rul B este oblinut din nurndrul A prin rearanjarea cifrelor
ace;tuia. $tiind cb A+ B :10' se cere:

a) Pentru n = 3, dali un exemplu de numere .4 9i B cu proprietatea din
enunt.

b) Aritali cd n este numlr impar.
c) Demonstrali cd in scrierea lui A existd cel putin o cift6 egald cu 5.

Solulie: a) Un exemplu este A : 365, B : 635..... .....2 p
b)



@

Tabelul are n coloane, Pe prima linie a tabelului sunt trecute cifrele
numdrului A, ial pe a doua linie sunt cifrele corespunzdtoare ale numdrului
B,

Evident a * b = 10. Pe orice coloan5, in afari de cea a unitSlilor, suma
cifrelor este egal5. cu 9. . ..... .. .. . ... ......1 p

Deoarece a trebuie s5, apari gi pe linia lui B, acesta se va grupa numai
cu cifra b - 1. Cum cifra b - I nu poate ap[rea pe aceea.qi coloan6 Ia cele
doud numere, deoarece suma pe coloanb ar fi par5,. inseamn5 cd ea va apirea
pe un num5,r par de coloane, in pereche cu cifra a ........... 1 p

Analog se intdmpli, pentru oricare pereche de cifle (c, d), c * d, : L
Astfel, tabelul va avea un num5r par de coloane. except6.nd coloana

unitX.tilor, deci, in concluzie, n este nnmdr impar ... ......... 1 p
c) Numirul de aparilii ale cifi'ei a pe plima linie trebuie s5 fie egal cu

numS,rul de aparitii ale lui a pe linia a doua. Prin urmare, dacE a f b, a va
aplrea din nou pe linia a doua cu b - 1 deasupra. Aceasta implici aparilia
cifrei b - I din nou pe a doua linie, evideni cu a deasupra. Procesul acesta
ar continua la infinit, ceea ce este absurd. Aqadar a: bEi cum o*b:10
rezultX a = 5, deci cifra 5 apare in num5r. .........2 p

Problema 4. Se consideri mullimea M : {21,22,23,...,2r5\.
a) Dali un exemplu de trei mullimi, A, B, C. nevide qi tlisjunctc doud

c6.te dou5 astfel incit AU BUC = M, iar produsul elementelor fiecdrei
multimi si fie acelagi?

b) Ar5tali cd nu existi trei mullimi, X, Y, Z, nevide qi disjuncte dou5
c6te dou5 astfel incdt X UY U Z = M , iar suma elementelor fiecirei mul{imi
sd fie aceea,gi?

Solutie: a) Vom nota p(X) produsul elementelor din mullimea X,
p(M) : 2r . 22 . 23 . ... . 2r5 -_ 21+2+3+...+15 - 2120 .........1 p
p(A) : p@) : p(C) :24o ........ . .... 1 p
Un exemplu este: .A : {2r,26,2e,210 ,214}, B : {22,23,24,28 ,211 ,zr2},

c: {2s,27,2r3,2tr}...... .......1p
Notd: Numai prezentarea exernplului se apreciazd. cu 3 puncte,
b) Presupunem cb exist5 mullimile X, Y 9i Z astfel incdt X UY U Z : M

9i s(x) : s(Y): s(Z) (Arn notat s(X), s(Y), s(Z) sumele elementelor d,i,n

muftimile X, Y, Z)
Fie2", 2s, 2" cele mai mici elemente din mullimile x., Y rls'pectiv Z.
Putem considera cL x < y < z.
Rezulti ci 23 divide s(X) gi l3+t nu divide s(X), iar 2v divide s(Y) . .

.....2 p
Cum c* I ( g, deducem c5 2"+l divide s(I,). inseamni cE s(X) I s(f)

a b-.1 a
E D-l a d b

I I q o I 9 10

......2 p
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CLASA a VI-a

Problema 1. Se consideri triunghiul echilateral ABC gi punctul D pe
semidreapta opusi semidreptei (BC, arstfel incdt ln nl = lBCl. Corusiderbm
punctul .E in semiplanul determinat de dreapta AD ce nu conline punctul
B, asifel incdt distanla de la E la .,48 este egall cu .EA , distanla de la E
la DC este egald cu ED qi EA: ED, iar punctul F astfel ca D e (.B4 qi

[FD]=lBCl.
a) Demonstrali c6, L,FDE = ABAE.
b) Ardtali cd [EB este bisectoarea unghiului 7ED.

Gazeta Motematicd,

Solu!ie:

a) [FD] = [AB] (ambete sunt congruente cu [BC])
[Dr] = [A,s] (din ipotezd.)

FDE --BAE (fiecare are 900) ...... ............3 p
Din cele trei relalii rezultX AFD.8 : ABAE ............ 1 p
b) LBAE: LBDE conform caaului L.L.L.
Din aceastd congruenld oblinem TEE --- 68tr ................... 2 p
De aici concluzia IEB este bisectoarea AED .. ...........1 p

Problema 2. Determinali c6te nu:nere de opt cifre conlin in scrierea
Ior secventa "2013". (un exemplu de astfel de numX.r este 3102O!!5)

Solulie: Numerele pot avea una din formele | (l)frEAA, Q)ffi,
@)ffiA, G)6ffia, (5) abcd-2013- ..........lp

Pentru (1) avem 10'10 . 10. 10 : 10000 numere .. ........ lp



Pentru fiecare din caaurile (2), (g), (4) qi (b) avem 9. 10. 10.10 :9000
numere .. ..........3p

Numirul 20132013 apare de doud, ori; la (l) 9i Ia (S)
Numirul de numere este 4b999 ........ z D

Problema 3. a) Aratali cd 30007 este numi,r compus.
b) Ar5,ta!i cd qirul: 37, 302, 3002,...,3 ej 2,... conline o infinitate

de termeni care sunt numere compuse

Solulie: a) Constatim cd 30002 = 37.811, a4adar 30002 este numEr
compus. . .......8p

b) Ar5t[m c5. pentru n : 3/c numirul 3 Q!,g 7 este compus. Scriem

3 E4 7:3.103k+1 +7:30.103&+7 .::.tr:.". ........2p
d,e 3k oti

30. 103e + 7 : 30. 10004 + 7 : 30. (999 + 1)* + T : g0. (MJ7 + r) + T =
M37 + 37 : M37.. ......2 p

Notd: Verif,carea unor cazuri particulare f30000007, 30000000002) 9i
afirmalia cd, pentrwn:3k oblinem nurnere cotnpuse se acord,d. 1 punct,.

Problema 4. Se considerd numS,rul natural n, n > 10 qi mullimea
.,4 : {1,2,3,..,,3n}. Spunem cd mullimea nevidd X, X c -A are propri-
etatea P dacd oricare a.r fi z € X qi g e X, r> A, num6..rul u +y nu se
divide cu num5,rul c - g.

a) Dali un exemplu de mullime X cu proprietate p care conline numerele
4 qi i4 qi ca.re a.r'e cel pulin trei elemente.

b) Demonstrali cd existi cel pulin o mullime cu proprietatea p care are
exact n elemente.

c) Atitali cd nu exist6 o mullime cu proprietatea p care sd aib5 n
elemente qi sE conlin[ numerele 4 gi 14.

Solutie: a) Un posibil exemplu este X = {4, 14,9}
Verifica"rea exemplului ........1p
b) Mullimea X nu poate conline numere consecutive Si, deasemenea nu

poate conline numere de aceea{i paritate consecutive .........2p
Pril urmare, diferenla minimd dintre doud, mrmere din X este cel pulin

egal6 cu 3. Dacd, diferenla minimd, este 3, mullimea X are numd.r. maxim
de elemente egai cu n. De exemplu X1 : {1,4,7, ...,Jn - 2) Si X2 =
{2,5,8,...,3n - 1} verific5 cerinlele problemei. (este suf,cient un exemplu)
2p

c) Fie y cu proprietatea P astfel incdt 4 e y,l4 € y. Cum rtu ey,o <
31, implicd A - r>3, rezultb cd in Y sunt cel multn - b elemente mai ma.ri
ca 14 gi cel mult un element mai mic ca 4. Fie o,b €y cl 4 <a<b <14.
Atunci a > 7,b < 11. Dar6a:7 atunci 14-T ar divide 14*4, fals. prin
urma,re intre 4 gi 14 exist6 cel mult un element al lui y. in concluzie y ar
avea cel mult 1+2+1+n-5=tl- I plpmanfr falc ...........2 p


