Solutii

ClasaalV-a
1. a=1.

2. Observam ca 9-10=90<100, iar 10-11>100, prin urmare n<2. Relatia este verificatd pentru
ne{0,1,2}, decide trei numere.

3.345+4..42005-2-4—...— 2004 = (3-2)+(5—4)+...+ (2005-2004) =1+1+...+1=1002.
"

1002 termeni
4. Numerele cautate sunt 9-12,9-13,9-14, ...,9-100. Numarul lor este 100—12+1=89.

5. Daci de pe prima fisa a rezolvat a probleme, de pe a doua a rezolvat 20—a probleme. in total, lonel a
rezolvat a+(20—a) =20 probleme din totalul de 40. El mai are de rezolvat inca 20 de probleme.

6. Avem ci ab+ba=143 < (10a+b)+(10b+a)=143<a+b=13. Cum a<b, atunci ab poate lua
valorile 49, 58 sau 67. Suma acestor trei numere este 174.

7. Numarul fetelor brunete cu ochi albastri este 19+22-36=5.

8. Daca X este numarul copiilor cu doud acadele, iar y este numarul celor cu cinci acadele, atunci
2x +5y =9. Singura solutie este x =2, y =1, iar numarul merelor este 4x+3y=4-2+3-1=11.

9. Notam cu s, ¢, p pretul unui stilou, unui caiet, respectiv unui pix. Din ipoteza, avem ca 2s = 3c = 5p, iar
6s+5c=210000. Atunci 6s=09c, deci 14c=210000, prin urmare c=15000. Apoi, obtinem ca
s = 22500, iar p =9000.

10. Fie X numarul de caiete care se vand zilnic. Stocul initial era 200+ 5x . Daca s-ar vinde zilnic x +200
caiete, aceastd cantitate s-ar epuiza in 4 zile, deci 4(x +200) = 200+5x <> x = 600. Initial, in librarie erau
200+5-600 = 3200 caiete.

11. Cum 2005=5-401, iar 1-2-3-...-2004 contine factorii 5 si 401, primul termen al sumei se Tmparte
exact pin 2005. Restul impartirii lui a prin 2005 va fi restul impartirii lui 2006 la 2005, adica 1.

12. Numerele sterse sunt 13, 14, 16, 15.

13. Fie 4a numirul de pagini citite zilnic in primul caz; cartea are 31-4a =124a pagini. In al doilea caz,
Maria citeste a pagini in prima zi, a+1 pagini in adoua, ..., a+30 Tnultima zi, deci cartea are

a+(a+1)+...+(a+30)=3la+(1+2+...+30) = 31(a+15) pagini.

Deducem cd 124a =31(a+15), de unde a = 3. Cartea are 124-3 =372 pagini.

14. Fie a numarul adultilor din grupa 1, b numarul adultilor din grupa 2 si ¢ numarul adultilor din grupa 3.
Atunci a+b+c=14, a+2b+3c=25, a>6 si 2b+3c>17, deci a=24—(2b+3c)<25-17=8 si
astfel rezulti ca a=7. In aceste conditii, b+c=7 si 2b+3c=18, prin urmare c= (2b +30) -
—2(b+c) =18-2-7=4 siapoi b =3. In concluzie, grupa 1 are 7 adulti si 7 copii, grupa 2 are 3 adulti si 6
copii, iar grupa 3 are 4 adulti i 12 copii.

15. Fie n numirul crengii pe care se va afla cioara cand va croncini a 40-a oara. nainte de a ajunge pe a n-a
creangd, numarul total de croncanituri era 1+2+...+(n—1)=(n-1)-n:2, iar dupa ce-si termind concertul
pe creanga n, devine 1+2+..+n=n(n+1):2. Din ipoteza, stim cd n(n-1):2<40<n(n+1):2, prin

urmare n(n—1) <80 < n(n+1) . Singurul numdr natural care verifici aceasta conditie este n =9.



ClasaaV-a

1. Puterile de trei cifre ale lui 5 sunt 5° =125 si 5* =625. Evident ci 3=1+2,1nsi 4% 6+ 2; rezulti ci
ab=12.

2. Dacd numarul ar avea toate cifrele nenule, suma lor ar fi cel putin 1+1+...+1=10. In cazul nostru,
10del

suma este 9, deci macar o cifra este 0; produsul cifrelor va fi 0.

3. Cum putem calcula (in numere naturale) treimea si sfertul numarului, inseamna cé acesta este multiplu
de [3, 4] =12 . Singurul multiplu de 12 cuprins ntre 90 si 100 este 96.

4. X7 +10™ =107 = x? =10™ ~10™" = x? =10 (10-1) = x* =9-10® = x =3.10""%,

5. Din ab+ba=110 obtinem ci 1l(a+b)=110<>a+b=10, deci abe{19,28,37,...,91}. Suma
elementelor multimii este S =(19+91)+(28+82)+(37+73)+(46+64)+55=4-110+55= 495.

6. Fie a=7k, b=7m, cu (k,m)=1, astfel incdt a*+b*=637. Obtinem succesiv cd
49(k* +m?) =637 < k* +m? =13 < (k, m) € {(2, 3);(3, 2)}. Rezulti ¢ numerele cautate sunt 14 i 21,

7. Observam ca a poate fi orice cifrd, iar &6{00, 25, 50, 75}. Numarul de combinatii care trebuie
ncercate este 10-4=40.

1010 ..
8. Avem ca a = 23+6++300 _ 935050 _ (323) ; rezultd cd numdarul mai mic este b.

9. Primii 12 termeni trebuie alesi cAt mai mici, deci 1i vom considera 1, 2, ...,12 . Daca x este termenul cel
mai mare, atunci 1+2+...+12+x=92< x=14.

10. Fie abcd numarul cautat; atunci abcd —abc =2005 <> 9-abc+d =9-222+7. Cum d este cifra, vom
avea in mod necesar cd d =7, apoi abc = 222, deci abcd =2227.

11. Evident ¢a n se divide cu 2 si cu 3; cum vrem ca el sd fie cat mai mic, vom considera n = 2% -3°. Atunci
2n =231.3" este patrat perfect, deci a+1:2, b2 si 3n=2%.3"" este cub perfect, deci a:3, b+1:3.
Cele mai mici valori ale numerelor a, b cu aceste proprietati sunt a =3, b =2, deci valoarea minima a lui n
este 2°-3. Numdrul divizorilor va fi (3+1)-(2+1)=12, deci numarul divizorilor proprii este 10.

12. Factorii 216, 2-17, ..., 2-25 aduc zece factori de 2. Apoi, 2*-8, 2.9, ..., 2°-12 aduc inc cinci
factori de 2. Din 2°-4, 2°.5, 2°.6 obtinem inci trei de 2, incd doi factori de 2 apar din 2*-2, 2*.3 si
incd unul din 2°. In total, avem 10+5+3+2+1= 21 factori de 2.

13. Fie 13k si 13(k+1) cei doi multipli consecutivi ai lui 13; atunci 13k +13(k+1)=13(2k +1) are 9
divizori. Daca 2k+1 nu se divide cu 13, atunci 13(2k+1) ar avea un numar par de divizori, fals.

Obligatoriu vom avea ci 2k+1=13m?, cu m prim. Pentru m=2, obtinem 2k+1=52, fals. Pentru
m =3, obtinem 2k +1=117 < k =58, prin urmare numerele vor fi 754 si 767. Pentru m >5, vom obtine
numere cu mai mult de trei cifre. Tn concluzie, numarul cerut este 767.

14. Fie a, b factorii initiali. Factorul gresit b se mareste cu 300, se micsoreaza cu 20 si apoi se mareste cu 1;
in total, acesta se mareste cu 281. Obtinem astfel ci a-b=63455, a(b+281)=136234, de unde

281a =72779, prin urmare a =259, apoi b =245.

15. Oricare ar fi numarul a€{0,1,2,---, 2004} cu care am completa pétratelul aflat pe linia 1, coloana 2,
patratul mare admite in continuare o completare unica, astfel:



1 a 2004-a

2004-a 1 a

a 2004-a 1

Cum existd 2005 modalitati de alegere a lui a, exista 2005 modalitati de completare a tabelului.

ClasaaVl-a
1. Cifrele mai mari trebuie asezate la inceput si, cum ele nu trebuie sa se repete, numarul va fi 98750.

2. Multimea cifrelor numarului este fie {a, b, ¢} ={2,3,5}, fie {a,b,c}={15,6}. In fiecare caz exista
cate sase numere, deci in total vom avea 12 numere.

3. in formi zecimala, % =0,8(63) . Suma primelor 50 de zecimale este 8+ 24(6+3)+6=230.

4. Fie a, a, b laturile triunghiului. Nu putem avea %:%, deoarece 2a > b (din inegalitatea triunghiului).

Réamane ca E:% si atunci perimetrul va fi 3b+3b+b=7b. Raportul dintre bazd si perimetru este
a
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6. Din teorema impartirii cu rest, avem: 1330 =nc, +10 = n|1320; 344 =nc, +8=n|336, prin urmare
n (1320, 336). Cum (1320, 336) = 24, obtinem ca n e {1, 2,3, 4,6,8,12, 24} . Pe de altd parte, impartito-
rul nu poate fi mai mic decét restul, deci n >11. Cea mai mica valoare pe care o poate lua n este 12.

3 z 11 5 z z
insd x,yeN", deci z[(50,110) < z|10< z€ {1, 2,5,10}. Singura valoare a lui z pentru care
X+Yy+2<30 este z=10, caz in care obtinem x =5,y =11,z=10.

7. Folosind proprietétile sirurilor de rapoarte egale,

1 1 1 - . . .
8. Avem: —+—:§<:>3x+3y:xy<:>x(y—3):3y<:> x:3—y3. Insa xeN, deci y—3]|3y si atunci

Xy -
y—3|3y—-3(y—3) < y—3|9. Obtinem ca ye{4,6,12}, prin urmare (X, y)e{(lZ, 4);(6,6); (4, 12)}.
Numarul solutiilor ecuatiei este 3.

: o 43 . . i

9. Patru semidrepte cu aceeasi origine formeaza - = 6 unghiuri. Nu este posibil \
ca toate cele sase unghiuri sa fie obtuze, insa putem forma 5 unghiuri obtuze,
procedand ca in figura alaturatd. Rezultd ca numarul maxim posibil de unghiuri
obtuze este 5.



10. Observim ca m(<«<xOy)=m(<«x0z)+m(«zOy)=a’h'+b’a’'=(a+b)°(a+b)". Trebuie si obtinem
un numar intreg de grade, deci a+b:60. Pe de altd parte, 2 <a-+b <118, deci singura posibilitate este ca
a-+b =60, prin urmare m(xﬁy) =61°.

11. Folosim metoda reducerii la unitate. O pisicd va ménca un soarece intr-o ora si jumatate, deci 10 pisici
vor manca 10 soareci tot intr-o ord si jumatate. Atunci, 10 pisici vor manca 20 soareci in trei ore. Altfel, se
poate aplica regula de trei compusa.

12. Fie X+1 numarul participantilor la petrecere (incluzdd-o si pe loana). loana cunoaste dupa nume si

dupa infatisare X persoane, numai dupd nume 63—5, iar numai dupa infatisare 8—X—§:3—X. Avem
2 2 10 2 10
X X 3x X = . -
succesiv: E+ 63—5 + E:XQE:63<:>X:90. In concluzie, la petrecere au participat 91 de

persoane.

13. Evenimentul este imposibil: numarul prim 2003 este sau printre cele alese, sau printre cele care raman,
deci numai unul dintre cele doua produse se divide cu 2003. Probabilitatea ceruta este 0.

14. Scriem toate produsele a-b-c¢ cel mult egale cu 100, unde a <b <c¢ suntnumere prime:
2-2-2,2-2-3,2-2-5,2-2-7,2-2-11,2-2-13,2-2-17,2-2-19,2-2-23;
2-3-3,2-3-5,2-3-7,2-3:11, 2-3-13;
2-5.5,2-5-7,
2-7-7,
3-3-3,3:3:5,3-3:7,3-3-1%;
3-5-5.

in total, existd 22 de numere cu lungimea 3.

15. Observam c4 aria unui dreptunghi este numar par, cel mult egal cu 20 cm? . Tinand seama de acest fapt

|| 111...1 | 222...2 |33 |44|
|_| 246...20 | 234...10 | 46 |45|

Suma perimetrelor va fi S:2{[1+1+...+1j+[2+2+...+2J+(3+3)+(4+4)}+2[(2+4+...+20)+

10 termeni 9 termeni

+(2+3+...+10)+(4+6)+(4+5)] =450 cm.



