SOLUTII
CLASA a VlIl-a

Subiectul 1.
Avem x° — y3 =x—-y= X%+ Xy + y2 =1 si analoagele.

Rezultd xy +y* =xz+2*, de unde x(y-z)=(z-y)(z+y), de unde concluzia.

Subiectul 2.
a) Avem cinci numere de forma 3k,3k+1 sau 3k+2. Daca exista trei de aceeasi forma,

atunci suma lor se divide la 3. Daca nu, avem distributia 2-2-1, si adunam cate unul
din fiecare.

b) Aleg 5 din cele 17 si extrag 3 cu suma divizibila cu 3. Din cele 14 ramase aleg
analog 3 cu suma 0 (mod 3) si continudm procedeul, obtinand 5 grupe de 3 numere
cu suma divizibila cu 3. Cele 5 sume sunt 3a,3b,3¢,3d,3e. Din a,b,c,d,e aleg trei
cu suma divizibila cu 3, ceea ce incheie solutia.

Subiectul 3.
a) Ortocentrul triunghiului 4BC apartine lui M .
b) Sa presupunem BD<DC. Fie X, = X, e M . Construim simetricul B’ al lui B fata deD.
Daca B'=C, patrulaterul 4x,B'C e inscriptibil si rezulta

ZX,BC=/XB'B=/X,AC =90 — ZACB.
Obtinem BX, | AC, de unde X, =H. Analog X, =H, fals. Deci B'=C, cu alte cuvinte
AB=AC $1 M =(4D).

Subiectul 4.
Fie R intersectia dreptelor 4P si OM ; notam S intersectia dreptelor BP si ON. Evident

ORPS este dreptunghi, deci £R_95 Din teorema catetei in triunghiul 0BN obtinem
ON ~ ON

0S OB’

2 %2 Tinand seama de faptul ca triunghiurile 0OBN si M40 sunt asemenea, deducem
ON ON

L : < M2 MR
0B _AM Teorema catetei in triunghiul 408 ne da AM~ _MRMO _ MR
ON oM oM* omM* MO

Deducem X2 _MR. cuym /MRP=/MON rezultd ca triunghiurile MRP si MON sunt
ON MO

asemenea. Urmeazad M,N,P coliniare, g.e.d.




CLASA a VIlI-a

Subiectul 1.
Fie E intersectia dreptelor PM si BB’ s1 F intersectia dreptelor BC si MN. Din congruente

rezultd BE =FB = %AB. Triunghiul B’AC este echilateral si din paralelismul dreptelor AC

si A°C’rezulta ca unghiul cerut este de 60°.

Subiectul 2.
Avem a*+ab+b> =1= (2a+b) +3b> =4, de unde » e {~1,0,1}. De aici n=0.

Subiectul 3.

Cele 10 segmente au 20 de capete printre cele 6 puncte; conform principiului cutiei,
existd un punct din care pornesc cel putin 4 segmente. Daca existd un punct din care sunt
duse 5 segmente, al saselea formeaza triunghi. Daca nu, fie 4 punctul din care pleacad 4
segmente, anume AB, AC, AD, AE, si F al saselea punct. Daca intre B, C, D, E exista un
segment, atunci se formeaza triunghi. Daca nu, mai raman doar segmente din F, si
acestea nu pot fi sase, fals.

Subiectul 4.

Fie SA,=a, SB;=b, SC,;=c; avem 4 B’ = a*> +b* — ab $1 analoagele.

Rezultd a’+b’-ab=a’+c*-ac=c’+b’-cb, de unde obtinem a=b=c. De aici 34 _ 5B _5C |
sS4 SB  SC

de unde cerinta.



CLASA a [X-a

Subiectul 1.
Dacd x<0, atunci ¥ <, 297x deci in acest caz nu avem solutii.

{x} 2008 °

Fie acum x=m+a, meR, a<(0,1). Ecuatia ”_2007(n+a) este echivalentd cu f(a)=0, unde
a 2008

f(a)=2007a* +2007am —2008m. Discriminantul ecuatiei este pozitiv iar produsul radacinilor

este negativ, deci avem o radacina pozitiva §i una negativa. Pentru ca sa avem o radacina
acceptabild este necesar si suficient ca f(1)>0 si m>0, adicd 0<m<2007. Pentru fiecare

astfel de valoare a lui m avem cate un «<(0,1). Deoarece exista 2006 de valori ale ui m,
ecuatia are 2006 solutii.

Subiectul 2.
Prin incercdri avem solutiile (0,+2),(2,+10),(-1,+2),(-2,%6). Aratam ca nu existd alte solutii.
Consideram egalitatile
(8x> +4x? — x)? = 64x5 + 64x° —16x> + x?

(8> +4x% —x+1)? = 64x5 +64x° +8x> +9x% —2x +1.
Deoarece in cazul x>3 avem —16x°+x><256<8x’+9x*—2x+1, rezultd cd numarul
64(x® +x° +4) se afla intre patratele perfecte consecutive (8x° +4x* —x)* si (8x° +4x> —x+1)?,
deci nu este patrat perfect.
Apoi, pentru x<-3 avem -16x’ +x* >256>8x> +9x* —2x+1, deci numarul 64(x°+x°+4) se
afla intre patratele perfecte consecutive (8x° +4x* —x+1)? si (8x° +4x* —x)* si nu este patrat
perfect.

Subiectul 3.
Fie d,,d, distantele de la B s1 D la 4C si dy,d, distantele de la B si D la CE. Notam
BDNAC=M,BDNCE=N . Atunci

aria(ACD) _d, _ DM aria(BCE) _d; _ BN

aria(ACB) d, BM  aria(CDE) d, DN’

Rezulta
aria(4BC) 1 1 1 _BM
aria(4BCD) |, ariadCD —  dy | DM~ BD
ariadBC d, BM

si, analog, a(CDE) _ DN De aici rezulta concluzia imediat.
aria(BCDE) BD

Subiectul 4.
a) Consideram dreapta 4 , simetrica dreptei 4m fata de ~. Deoarece dreptele 4 si BM nu
sunt paralele, ele au un punct comun @Q. Punctul P, simetricul lui ¢ fatd de », se afla pe

dreapta 4M ,iar N este mijlocul segmentului [PQ].

b) Fie 0 centrul cercurilor. Avem relatia 20N = 4P + BO , de unde
40N" = AP" +BO" +2AP-BO = AP* + BO,

deoarece triunghiul 4MmB este dreptunghic.



CLASA a X-a

Subiectul 1.
D —— 24D+ A4 —
Deoarece 25 =l, avem AG, = 24 Dar 4D=

24D+ A4, 3G si A4, =240,
G4, 2 3 2

1 +270 = 3= . YT IRy
asadar G -349+240 Fie punctul P’ astfel ca AP’:EAGI. Rezulta cd 77-340+240 ceea ce ne
3 5

!

<« < . o PG 2 < <«
arata ca punctul P’ se afla pe 0G, si ca Tg =3 Cum P'se afla si pe 4G,, rezultd ca P'=P

sideci P9_2
PO 3

Subiectul 2.
. Folosind formula binomului lui Newton, obtinem
Clha'%h-3Cha"p? +.. +3%b7 =1,
de unde deducem ca »=1 sau b=-1. Dacd »=1, cum C}; se divide cu 17 pentru orice &,
1<k<16, rezultd ca 3® -1 se divide cu 17, ceea ce e fals. Deci b=-1.
Similar, daca a#+1, deducem cd o> divide 3® +1=217193, fals. Dacd a=1, avem
(1—1\@ )17 =c+i3,de unde, folosind scrierea trigonometrica, obtinem 417sin347n=1, absurd.

La fel se elimina cazul a=-1.

Subiectul 3.
Fie » numarul de laturi ale poligonului. Cazul »=3 este evident.
Examinam acum cazul n=4. Fie 44,44, patrulaterul inscriptibil. Evident, exista doua

varfuri adiacente avind masura mai mare sau egald cu 90"; fie acestea 4; si 4,. Cum
triunghiurile 44,4, si 4,4,4, sunt isoscele, rezultd cd 44, = 4,4, = 4,4,, deci 44, este
paraleld cu 4;4,. Deducem ca 4,4,4;4, este patrat sau trapez isoscel. Examinand al doilea
caz, deducem ca trapezul are proprietatea cerutda dacd m(s4)=m(£4,)=72", iar
m(£4y)=m(24,)=108".

Fie acum n>5 §i 44,...4, poligonul respectiv. Patrulaterul 44,4,4, are de asemenea
proprietatea din enunt, deci 44, =4,4,=44,. La fel, folosind patrulaterul 4,4;4,4;
deducem 4,4; = 4,4, = 4,45, etc. Rezulta ca poligonul este regulat. Examinand unghiurile
triunghiului 4 4,4,, deducem »=5.

Subiectul 4.
1

. ) : 1 1 s ) - .
Deoarece lungimea intervalului (2”r—z,z"r+zj este > existd un unic numar intreg in

. . 1 1
acest interval. Fie acesta ¢,. Asadar 2"r — << 2"r L de unde

L 2t, < 2"+1r+%.

Deoarece 2"+1r—%<tn+1<2n+1r+% si in intervalul (2"+1r—%,2”+1r+%) se afla un singur

numar Intreg, rezulta ¢,,, =2¢,. Deducem ca ¢, =2"¢,, de unde

1
<ty <r+ ,
4.277 4_277

r—

1 . <
sau |t —r|<——, pentru orice n. Rezultd r=tyeZ
0 2l’l+2

4



CLASA a XI-a

Subiectul 1.
Din det(4”—1,) <0 rezultd det(4-1,)det(4+1,)<0, ceea ce este echivalent cu

(~1)° det (1, — 4)det(~1, - 4) <0. Considerand polinomul p ,(¢)=det(il, - 4), observdm ca
r(1)p(-1)<0, dect existd re(-11) astfel ca p,(r)=0. De aici rezulta det(r, - A4)=0.

Alegand o =-%, rezultd (-1)*det(4+al,)=0, deci matricea 4+al, este singulara.

Subiectul 2.
Considerand polinoamele p, (1) =det(i/; - A) $1 pp(t)=det(t/; - B), deducem cad p,(¢)=p3(t).

Se aratd ¢ u(5") = ((8)) ~or(82) | = | (r () - (?)

Subiectul 3.
k
Din ipoteza rezulta (1 +1j >a, de unde & zln—al. Prin urmare
" ln(l + j
n
_ Ina__ sau k(n)= _Ina__ +1
m(ui)l " IH(H;I)]

Rezultd _ Ina f k(n)< Ina__ ., ceea ce este echivalent cu

k(n):

Ina k(n) Ina . 1

< < —.
nln(1+lj n nln(1+1) "
n n

. o . . k
Folosind criteriul clestelui, obtinem lim k) Ina.

n—+0o N

Subiectul 4.
Din 1poteza rezulta f(x-r)< f(x)< f(x+r), pentru orice XxeR si orice reR cu »>0.

Fie x<y. Consideram ae(x,y), a€R Existd un sir (x,) _ cu x,=x+r, unde r, e R, astfel

n>1
incét (x,),, tinde strict crescator catre «. De aici rezultd ca sirul (/(x,))  tinde strict
crescator catre f(a). Cum f(x)<f(x,), pentru orice », deducem cd f(x)< f(a). Analog
demonstrdm ca f(a)< f(»). Prin urmare, pentru orice x<y, avem f(x)< f(y), dect f este
strict crescatoare.



CLASA a Xll-a

Subiectul 1.
2x 1 X

Inegalitatea < < , integrata, duce la
A+x3)™ 1+x3)" 1+

lim 2" na, =1.
n—»0

Subiectul 2.

Fie ¢,r catul, respectiv restul impartirii in R/X/ a lw1 f-px la g. Atunci q,reZ/X], iar
catul si restul Tmpartirii lui 1 la g sunt ¢, respectiv  =r+ pX. Astfel, dacd g|f, atunci
f=gq, cuqeZ[X], deci, in acest caz, p €Z[X]. De aici reiese b=+1, deci radacinile x,x,
ale polinomului g verifica relatia x, =+1/x,. Exista doud cazuri.

Cazul 1: b=1. In acest caz, x,=1/x si, deoarece s are radicinile x,x,, x'+px-1=0 si
1+ px = x =0, deci px; (x> +1)=0. Pentru p=0 reiese x'*+1=0 si analog pentru x,, de
unde | x |=|x, |=1, deci |a|<2; aceeasi ultimd concluzie se obtine si pentru p=0. Analizdnd
cele 5 cazuri, deducem ca sunt posibile doar variantele a=-1,g = x> - X +1, n=6k+5, keN,
n=6k+5kell,p=-1 st a=0, g=X2+1, n=4k, keN’, p=0.

Cazul 2: b=-1. Pentru » par, tinand cont ca x, =-1/x, $i, procedand ca mai sus, obtinem
px(x* -1)=0. Ecuatia X°+aX-1, aeZ are radicini de modul 1 doar in cazul «=0, deci
g|f doar pentru « =0, ceea ce implica p=0, n=2k, keN, k>2.

Pentru » impar avem x/'+px -1 $i x'+px ' +1=0, de unde px'"'-px+2=0, apoi
pi+(p? -2y, - p=0. Divizibilitatea cu Xx?+aX-l,ael implicdi p|p®-2; obtinem
pe{-2,-1,1,2}. Pentru p=-2 sau p=1 rezultd a=—1,x,=(1++/5)/2, iar n>4=x>2x +1, deci
este posibila doar situatia n=3,p=-2. Pentru p=2 sau p=-1, rationand analog, obtinem
ca nu exista nicio posibilitate.

Deci, raspunsul este (p=-1, n=6k+t5), keN, k>2; (p=-1, n=2k), keN, k>2 sau
(p=-2,n=3).

Subiectul 3.

Daca exista x, €(0,1), f(x,) >0, atunci

fo = [ feoede [ fO0e"dxz £ x)]) F(dre O (e dx
X0 X0

s p SO _ €™ nimx _y gy L
n 0

n n ™

e

X
) — o0,
n

=1 (0) == 1 (%)
fals. Asadar f(x)<0,xe(0,1). Notam g=-f; g este descrescatoare. Daca g(0+0)=0, atunci
g=0 sl =0 pe (0,1). Dacd g(0+0)=/>0, existd a<(0,1) cu g(x)>é,Vxe[O,a]. Atunci

ena

1 nx a nx
jog(x)e dxzjog(x)e dng( “1) > o0,

fals. Deci f(x)=0,vxe(0,1), f(0)=a <0, f(1)=p>0.

n

Subiectul 4.

Daca x este nilpotent, atunci 1-x este inversabil. Functia f(x)=1-x, definitd pe multimea
elementelor nilpotente, are valori in multimea elementelor inversabile si este injectiva,
deci inversabila. Din -1 inversabil urmeaza ca 2 ¢ nilpotent, adica 2 =0. Atunci, orice
element din grupul (4,+) are ordin de forma 2", de unde cerinta (argumentand, spre
exemplu, cu teorema lui Cauchy).
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