Inspectoratul Scolar Judetean MINISTERUL EDUCATIEI

Iasi

Olimpiada Nationala de Matematica 2026
Etapa locala - Iasi, 30 ianuarie 2026
Clasa a X-a
Barem de notare si evaluare
Se acorda 10 puncte din oficiu.

Problema 1.
Demonstrati ca

a) Y63 +10-Y643-10 =2;
b) i/6+\3/6+...+3/g < 2,unde avem n radicali, ne N", n>2.
Solutie:
a) Fie x= %/ 633 +10 —3/ 6/3-10 . Prin ridicare la puterea a treia obtinem x° =20—6x. 6p
X +6x-20=0 (x—2)(x* +2x+10)=0.
Cum x> +2x+10=(x+1’+9%0,Vx e R, avem x’ +6x—-20=0< x =2.

Asadar, 633 +10 —36+/3 -10 = 2. 6p

b) Demonstram, prin inductie, propozitia:

P(n):%/6+%/6+...+2/8 <2,neN, n>2.

n radicali

P(2):36+3/6 <2 6+36 <8< 36 <2< 6<8, adevirat.

Presupunem P(k) adevirati, k €N, k > 2, k fixat arbitrar.

Deoarece 6+1/6+...+3/6 <6+2=8, avem {/6+\3/6+...+3/g <3f8=2,deci P(k+1)
%r—/

k radicali k+1 radicali

este adevarata. Prin urmare, P(n) este adevératd, VneN, n>2. 10p

Problema 2.

Demonstrati ca

i .. D 1 . . T 2i
<1 daci si numai daci |z| < 3 unde i este unitatea imaginard si z € C\ {?} .

2+3iz
Solutie:
021l | o loz—il < |2+ 3izl e 6z — i <243 = 6p
2+3iz
(6z—i)(6z+1)<(2+3i2)(2-3iz) = 6p
-1 e 1 1
zz<i—old <-olzd<= 10p
9 9 3

Problema 3. Determinati toate functiile f :(0,+00) —> R care verificd simultan urmatoarele conditii:
(l)f(x) <Inx, Vxe (0,+oo);

@) f ()< f )+ f (), Yx, y €(0,+00).

Solutie:

Fie f o functie care indeplineste conditille din enunt. Demonstram ca
f(x)=Inx, Vxe(0,+0).

Prin reducere la absurd, presupunem ca existd x, €(0,+o) astfel incat f(x,)=Inx,.

Conform conditiei (1), rezulta cd f (x,) < Inx,. 7p
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Luand y = x, in conditia (2),
obtinem [ (xx,)< f(x)+f(x,)<Inx+Inx,=In(xx,), Vx e(0,+), de unde inlocuind

pe x cu - deducem ci (3) f(x)<Inx, Vxe (0,+0). 7p

Xo
Luand x=y =1 inrelatia (2), rezulta (1)< £ (D+ £(1), deci f(1)>0 si
luand x =1 in relatia (3) obtinem f (1) <In1=0, relatii care se contrazic.

Deci, presupunerea cd exista x, € (0,+o) astfel incat f(x,)# Inx, este falsa.

Prin urmare, f(x)=Inx, Vx e (0,+0), functie care verifica toate conditiile cerute. 9p
Problema 4. Se considera un triunghi ABC si un sistem de coordonate xOy , cu originea in centrul cercului

circumscris acestui triunghi.
a) Demonstrati ca ortocentrul A al triunghiului ABC are afixul A=a+b+c, unde a, b, ¢ sunt afixele

varfurilor 4, B, C (in raport cu sistemul x(Oy considerat).
b) Fie S cercul circumscris triunghiului ABC si S ,,, Sy, S, cercurile simetrice cercului S fata de

dreptele AB, BC, respectiv CA. Demonstrati ca cercurile S ,;, S, S., au un punct comun.

Solutie:

a) Punctul diametral opus lui 4 in cercul circumscris
triunghiului 4ABC 1l notdm cu A4' si are afixul —a.
Deoarece BH 1 AC si A'C 1 AC, rezulta
BH||A'C. Analog CHI| A'B. Rezultd ca
A'BHC este paralelogram, deci segmentele BC si
A'H au acelasi mijloc M.

Obtinem h—a=b+c, deci h=a+b+c.

11p

b) Daca cercurile S si S;. sunt simetrice
fatd de latura BC, iar O si O, sunt

respectiv centrele lor, atunci OBO,C 00y

este romb, deci 0+o0, =b+c, o, fiind

afixul punctului O,. Prin urmare,

o, =b+c.

'l

h f_l‘):_ |

Analog, centrele cercurilor S, si S,
punctele O, si O,, au afixele o, =a+c,
respectiv o, =a+b.

Trebuie sd gasim un punct P(p) egal departat de O,, O,, O, adicd

() [p-(b+o)=|p-(a+c)=|p-(a+b).

Observim ci ortocentrul triunghiului ABC, H (a+b+c), verifici relatia (1).
Deci cercurile S,;, Sy, S., au punctul comun P=H. 12p
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